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等式制駒を含む統計モデウレにおける局所影響の評価
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    Modelling with Equality Constraints
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 Influence analysi．s in the sense of Cook （1986）’s local influence is derived for
statistical modelling with equality constraints． lt is a suppl－ement to Tanaka
and Zhang （1998） and its formulation is an extension of that of Kwan and Fung
（1998） so that it can deal with the influence on an arbitrary subset of parame
ters． As a special case the influence in principal component analysis is discussed
and a numerical example is shown． The numerical results are compared with
those by Zhang et al． （1998）， in which local influence is evaluated by using the
perturbation theory of eigenvalue problems， and the relationship is discussed
with七he influence functions derived by Tanaka and Wa七adani（1992）．
Keywords： Cook’s local influence， equality constraints， principal component
analysis， subsets of parameters
1 はじめに
 Cook（1986）はモデルへのより一般的な意味での摂動を表す摂動パラメータを定義し，モ
デルパラメータの摂動パラメータに関する偏微分（モデルパラメータの偏微分と呼ぶことに
する）を用いて摂動の効果を評価している。Cookのlocal influenceにもとつく感度分析につ
いては，Lawrance（1991）， Wang and Lee（1996）， Shi（1997）， Kwan and Fung（1998）， Tanaka
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and Zhang（1998）， Zhang et al．（1998）などが回帰モデルから多変量解析モデルに至る研究
を行っている。
 モデルパラメータの偏微分は，固有値問題の摂動論を利用して計算できる場合があるが，
一般的に，陰関数定理を利用して陰関数の微分より得られる。Shi（！997）は，主成分分析に
おいて，固有値問題の摂動論を利用して修正したCookのlocal influenceを評価している。
Tanaka and Zhang（1998）は定式化の中に出てくるモデルパラメータの偏微分の部分をどのよ
うに求めるかには触れずに，CookのIocal influenceについて定式化を行っている。 Zhang et
al．（1998）は，固有値問題の摂動論を利用してモデルパラメータの偏微分を計算して， Tanaka
and Zhang（1998）の定式化により主成分分析の感度分析を行っている。一方， Wang and Lee
（1996）とKwan and Fung（1998）の定式化は，陰関数定理を利用してモデルパラメータの偏
微分を計算している。
 ところで，統計モデルにおける制約条件には，興味のあるパラメータ（それへの影響を評
価したいパラメータ）だけに関係する制約がある場合とない場合がある。例として，因子分
析と主成分分析について考えよう。
・因子分析は，次のような共分散行列Σを分解するモデルとして記述することできる：
X ＝ AAT十 g；f．
ここで，Aはp×k因子負荷行列で，Ψは独自分散の対角行列である。因子分析におい
ていわゆる回転の不定性が存在するが，それを解消するため，通常次のようなk（k－1）
個の等式制約
               ATW－iA＝diagonal （1．1）
が課せられる。部分パラメータAまたはΨだけに興味がある場合，制約条件（！．！）は
AとΨ両方に関係していることに注意されたい。
・主成分分析は，次のように共分散行列Σを分解するモデルとして記述することできる：
E］ ＝ rArT． （1．2）
ただし，F＝（71，…，ryp）は固有ベクトル’γ1，…，㌔を列べクトルとするp×p行列，
Aは固有値λ1，…，λpを対角要素にもつ対角行列である。ここには通常次の制約が利
用されている：
                 IiTT ，．，， L （1．3）
部分パラメータ，例えば，ツ1に興味がある場合を考えると，制約条件（1．3）のうち，興
味のあるパラメータ’γ1だけに関係している条件ツTツ1＝1が存在する。
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 等式制約を含む統計モデルにおけるCookのlocal influenceについては， Tanaka and Zhang
（投稿中）が，すべてのパラメータに興味がある場合と任意の部分パラメータに興味がある場合
についてCookのlocal influenceを求める定式化を与えている。また， Wang and Lee（1996）
は，因子分析を例として，等式制約条件を含むモデルにおけるすべてのパラメータに興味が
ある場合のCookのlocal influenceの定式化を行っている。また， Kwan and Fung（1998）は，
因子分析を例に，すべてのパラメータと部分パラメータに興味がある場合の定式化を行って
いる。しかし，Kwan and Fung（1998）の定式化は特殊な部分パラメータにのみ適用可能で
あり，例えば，主成分分析の部分パラメータ71に興味がある場合などには適用できない。
 本論文では，等式制約を含む統計モデルにおいて，任意の部分パラメータに適用できる形
へのKwan and Fung（1998）の定式化の拡張について， Tanaka and Zhang（1998）の結果の
概要を示しながら，そこで議論し残した部分，モデルパラメータの偏微分を陰関数定理を利
用して計算する部分について補足を行う。得られた定式化を主成分分析へ適用し，数値例を
示す。この結果を固有値問題の摂動論を利用したZhang et al．（1998）の結果と比較すること
と，Tanaka and Watadani（1992）により求められた影響関数との関係を示すことを行う。
2 等式制約条件を含むモデルにおけるCookのlocal inHu一
ence
2．1 一般理論
 θはm×1パラメータベクトルで，θ∈Rm， L（θ）はθの対数尤度関数とする。 g（θ）一
一2n『1L（θ）と定義しておくと，θは制約つき最尤推定量（RMLE）で， r個の制約条件h（θ）＝
（hl（θ），…，hr（θ））T＝0のもとでL（θ）を最大化，またはg（θ）を最小化することにより得
られる。Lagrange乗数法を用い， Lagrange関数を
               G（e， v） ＝＝ g（e） ＋ hTv
と定義すると，
                oG（e， v）
                        ＝o                a（eT， vT）T 1（e， i＞）
となる。ただし，vはLagrange乗数ベクトルである。 n×1ベクトルω∈Ω（Ω：Rnの
開部分集合）を導入し，モデルへの摂動を表す（Cook，1986）。 L（θ1ω）を摂動後の対数尤度
関数とし，g（elω）＝一2n－IL（elω）と定義する。非摂動状態をωe（ωo∈Ωとする）で表
し，L（θ）＝五（θ1ωo）とする。ここで，摂動は制約条件に及ばないと仮定する。摂動後の
Lagrange関数を
              G（e， vliv） ＝ g（elw） ＋ hTv
と定義すると，
              sa（e， vlw）                         一〇 （2．1）               o（eT， yT）T 1（ew，o．）
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となる，ただし，eω， Pωは摂動後のRMLEである。
 ここで，2つの場合に分け，Cookのlocal in且uenceを言平価する。
（i）すべてのパラメータに興味がある場合
 尤度距離を
            D（w） 一 2［L（eliv，）一L（e．，lw，）］
                ＝ 一n［g（elwo）一g（ewlwo）1
と定義する。Cook（！986）は（n＋1）×1ベクトルの影響グラフ
                a（w） ＝ （ D19，v） ）
を定義し，摂動の情報を示す方法として，α（w）のωoにおける法曲率が最大となる方向dm。x
を影響最大の方向と考え，dm。xの絶対値の大きい要素に対応する個体を影響の大きい観測値
の集合（influen七ial subset）とみなすことを提案した。 Wang and Lee（1996）により，α（ω）の
法曲率は，摂動ωが制約条件h（θ）に影響しない場合，
＝n
撃р堰i
Cd（e） ＝一 ldTDdle，．，
響）σθθ（1争）d
  w＝wo
（2．2）
になることがわかっている。ただし，D＝∂2D（ω）／∂ω∂wT， Gθθ＝＝∂2G／∂θ∂eTである。
∂∂ω／∂ωTが固有欄題の楓論などの方法で直接計算できる場合・（2・2）を禾・」用すれば・
C・・kの1・・al i・且・・nceが評価できる・一般に・∂bω／∂ωTは・陰関数定理を利用して・決
定方程式の組（2．1）をωTに関して微分すれば得られる。すなわち，∂をGの（eT， vT）T
に関する2階微分とし，
        ∂一（cθθ Gθレσレθ Cu〃），・一・一（魚船二）
を分割（θT，vT）Tに対応させ，
              A，＝E212［IXilly｛2GSe，・．v，．iw）
                        w＝wo
とすると，
                灘一一σθθ△θ
となる。Gθθがceθの1つの一般化逆行列であることに注意すれば，法曲率は
cd（e） ＝ n ldTATeGeeAedl
（2．3）
（2．4）
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と導かれる（Kwan and Fung，1998）。これより，最大法曲率0＿（θ）と診断統計量dmαxは，
固有値問題
              ｛nATeGeeAe－AI．｝d ＝＝O （2・5）
を解くことにより得られる最大固有値λm。xとこれに対応する固有ベクトルdmαxになる。
（ii）部分パラメータに興味がある場合
 Tanaka and Zhang（1998）は影響関数にもとつく接近法とCookのlocal in且uenceにもと
つく接近法の関係を示すため・∂bω／∂ωTの計算に触れT・部分・・ラメータに興味がある場
合のCookのlocal influenceの定式化を行っている。それは次の通りである。
 パラメータをθT＝（θT，θ劣）と分割し，θ1だけに興味がある場合を考える。制約条件は
hT＝（略， hT）に分割する。 hlはパラメータθ1だけに関係する制約条件で，θ2に関係し
ていないものとする。h2はそれ以外の制約条件である（θ2だけあるいはθ2とθ1の両方に
関係する制約条件）。これに対応して，Lagrange乗数をvT一（曜， vT）と分割する。尤度距
離を
        D． （w） ＝＝ 2 ［4 （bi， e2 （bi）lwo） 一 L（biw ， e2 （biw）lu）e）］
           一 一ri ［g（bi， e2（bi）lwe） 一g（biw， e2（biw）lwo5］
と定義する。ただし，関数θ2（θ1）は，固定的なθ1に対して，
                 oG（e， v）                       ＝o                 ∂（e；， v；）T
より得られる。hlはパラメータθ2に関係していないから， Gθ，u、＝∂hT／∂θ2＝0とな
り，このことに注意すれば，（θT，θ劣， v劣，yT）Tのような分割に対応して∂は
           ∂一穂懲：㍗〕
のように分割できる。制約条件（h劣，hT）の（ef，θ∫）Tに関する微分を
          誓一〔∂h劣∂hT課繰Oe2 Oe2〕一（雛）
とし，（θT，（θ写，v∫）， vT）Tのような分割に対応してGを
              ・一（鞍睾）
のように分割する。ただし，
          Qii ＝ Ge，e，， Qi2 ＝ （Ge，e， Ce，v，），
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である。法曲率は
Q22＝
iGG．e：ee； Geo2V2）， Hie，＝Ge，v，
              ア
・d（e・）一nldTm鋼Q…2ObiwOwTd （2．6）
となる（Tanaka and Zhang，1998）。ただし， Q 11．2＝Q11－Q12Q愛1 Q21である。
 我々は，Appendixで示しているように，陰関数定理を利用して∂∂ω／∂ωTを計算する。
分割（e∫，〃『）Tに対応させて
              Q彦一礁；：譲：）
と表せば，法曲率は
cd（e，） 一 nldTATe （Gee一［g Q，eO，，e， ］） Aed
になる。Cm。x， dm。xを求める固有値問題は
（ATe （Gee一［g Q，eO，，e， ］） Ae－AI］d－O
（2．7）
（2．8）
となる。
 ところで，Kwan and Fung（1998）により導かれた定式化には，行列B一1（レ《〃T， v∫）T
とすると，BはGの（θ劣，〃T）Tに関する2階微分）が利用されている。主成分分析の場合，θ2
に関係していない制約条件hiが存在するが， Gθ、〃1＝∂hT／∂θ2＝0， Gv、〃1＝Gv、〃、＝0
であるから，
              B＝＝ C．／ie，： ：， Gegu2）
となり，Bが退化行列となる。すなわち，主成分分析の場合，制約条件hlを無視するのは
適切ではないので，彼らの式（6）（Kwan and Fung，1998， P．37）は利用できなくなる。我々は，
Bの代わりに非退化行列Q22を利用しているので，71のような部分パラメータだけに興味
がある場合に計算ができないKwan and Fung（1998）の定式化と異なり，主成分分析のよう
な場合も計算が可能である。この我々の定式化は，因子分析の場合で，AまたはΨだけに
興味があるような場合も計算可能である。それは，hiとUlがないので， Q22および式（2．7）
は，それぞれKwan and Fung（1998）のBと（6）に相当する。
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2．2 主成分分析への応用
 式（2．2）と（2．6）は，∂θω／∂ωTが直接計算できる場合，すべてのパラメータに興味がある
場合および部分パラメータに興味がある場合のCookのlocal in且uenceを提供する。 Zhang
et al．（1998）は，主成分分析の場合について，固有値問題の摂動論を利用して，（2．2），（2．6）
よりすべての固有値・固有ベクトル，あるいは部分固有値・固有ベクトルの様々な組み合わ
せについて法曲率を求めている。一方，式（2．4）と（2．7）は，一般的な等式制約を含むモデ
ルにおいて，∂θω／∂ωTが直接計算しにくいときも含めてCookのlocal infiuenceの算出が
可能である。ここでは，このことを主成分分析を例にして確認しおく。
 Xl，…，Xnは互いに独立のn個のp変量確率ベクトルで， Xi～N（μ，Σ）， n＞pとする。
個体に対する重みを表す摂動を考え，ωoからωに，或いは個体の分散を
       ｛V（xi） ：＝ £， i＝ 1，．．．，n｝ 一一〉 ｛V（xi） ＝ w；・ ”iX， i ：：＝ 1，．．．，n｝，
                                       （2．9）                 iv；・ 一一 nwi／2wi
                      i
のように変化させる。（2．9）の形の重みを利用するのは，次節で述べる影響関数と対応させる
ためである。摂動後，個体IiはN（μ，嬬一1Σ）， i＿1，＿，nに従う。（1，2）のΣのスペクト
ル分解を利用すると，θ＝（A，P）の間に，次のp（p＋1）／2個の制約条件
ん（θ）一（ッTッ、一1，2ッTッ、，…，2’rT’r，；愉、一1，2愉、，…，2愉，；…；伽，一1）一〇
が存在する。摂動後，g（elω）は
              2
       g（elw） 一 一｛L（e）
           一£（bg茂＋寧）一興bgω卜Pわ92π
となる。ただし，
        れ          の                                              れ          れ
    sω一（2wi）一’2wi（xi－tniv）（Xi一動）T， mw一（Σω∂一’ 2 w・Xi
        i＝1      i＝1                                  i＝1      i＝1
である。g（elω）は，ωをWo＝（1，…，1）Tでおきかえるとg（θ）になる。θ，θwは，それ
ぞれ，Sw。とSωの固有値・固有ベクトルになる（Flury，1988）。・）・ 1に興味ある場合， Gと
△θの具体的な要素はそれぞれ表1と表2のようになる。これらより，必要な行列を計算し，
Cookのlocal inHuenceにもとつく接近法の診断統計量を求める固有値問題（2．5）と（2．8）を
解くことができる。部分パラメータに興味がある場合は，（2．8）式のdfと△θの要素を興味
のある部分パラメータに対応させて配置すればよい。
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3 モデルパラメータの偏微分と影響関数の関係
 等式制約を含む構造方程式モデルにおいて，Tanaka・and・Watadani（1992）は陰関数定理を
利用して，パラメータの影響関数を求める方法を提案している。Wang and Lee（1996）は一
般化最小二乗法のもとで，モデルパラメータの偏微分と影響関数の関係を示している。本節
では，制約つき最尤法のもとで，両者の関係を示す。
 S＝n 1 £7＝1（”i－c）＠仁勾丁を摂動前の経験分布関数Pのもとでの共分散行列Σの推
定量とする。また，s＝vech（S）＝（S11，…，Sp1；s22，…，Sp2；…；Spp）とする。2節で用いた
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L（e），g（θ）， C（θ，〃）を本節では，それぞれL（s，θ），g（s，θ）， C（8，θ，〃）と記すると， RMLS
∂は
                oG（s， e， y）
                        ＝o                o（eT， vT）T le．p
                      ，より得られる。
 ここで，経験分布Fに対して，摂動F→F（εi）＝（1一εi）F＋εi6ciを加える。ただし，
6xiは値Xiを確率1でとるような確率変数の分布関数である。Σの推定はSからS。iにな
り，S。iにもとつくパラメータのRMLEθ。iは
                aC（s．，， e， v）                        一〇 （3．1）         o（eT， vT）T le，i」，
より得られる，ただし，sεi＝vech（S。i），S。i＝S＋εi［（Xi一¢）（ Ci－m）T－S】一ε1＠r岳）（CCi－m）T
である。Xi（i＝1，…，n）の経験影響関数を
                 b（・）＿些
                  i 一 dei
                       ei＝O
と定義する。Tanaka・and・Watadani（1992）に従って，（3．1）をεi ・・＝0に関して微分すると
           （911 Gg〃）働一（一ムピ）） （3・2）
となる。ただし，
    As ＝］i Oi2tSlilSliiil｝i－lil］tG（eSs．ei il）， sS・i） ＝ vechs｝・i）， ss・i） ＝ （xi－tn）（xi－tn）T－s
である。（3．2）から経験影響関数が
                ei．i）＝．ceeA．．i．i） （3．3）
で与えられる。
 経験影響関数と比較するため，Cookのlocal influenceにおいてのモデルパラメー・一一一タの偏
微分を式（2．3）の代わりに式
                111itl｝fu．！ ＝＝ 一ceeA．s， （3．4）
で表現する。ただし，
              si ＝ vechSi， Si ：＝ 一〇aS，，li．1
                          wo
である。
 特殊な分散摂動（2．10）を加えたとき，関係式sl i）＝nSiが容易的にわかる（Kwan and
Fung，1998）。ゆえに，（3．3）と（3．4）から
               eE．’） ＝ noe．，／owit．．，，．，
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Table 3． Quantity A．， in the case of PCA
固有値 82．30826836．73890720．44783320．2455163
固有ベクトル
o．955785266
O．293681185
O．014971757
O．001316516
0．28801387
|0．94519099
O．15381233
O．00194084
0．05901046
|0．14154620
|0．97857851
|0．13735552
0．006348304
|0．018166560
|0．136021005
O．990519036
寄与率 0．917180597．0 5093245 0．004990312．002735846
Table 4． Eigenvalues and eigenvectors of the covariance matrix （Kendall， 1975）
が成り立つことがわかる。
 注：式（3．3）（Tanaka and Watadani，1992）には共分散行列Sが含まれているので，計算
は不便といわれている（W：ang and Lee，1996）ので，（3．3）の代わりに，∂11）＝一Gθθ△。i，
A・・一∂2σ帳鋤／∂θ∂・・L、．。を利用した方鞭利になる・例えば主成分分析の船・
△。iの具体的な要素は容易に得られ表3のようになる。さらに，2節の表1を利用すれば，影
響関数が計算できる。
4 数値例
 我々の方法をKendall（1975）のSoil compositionデータの主成分分析に適用する。 Soil
データは20個体で，変数はKendallに従い，第1変数を除いた4変数である。このデータ
を用いて，Zhang et al．（1998）は，主成分分析における固有値問題の摂動論にもとづいたモ
デルパラメータの偏微分∂θω／∂ωTを求めている。
 固有値と固有ベクトルは表4の通りで，主成分数は2とする。
 （・・yT，務）に興味がある場合を例に，我々の方法を利用して， Cookのlocal inHuenceにも
とつく影響分析を行うため，固有値問題（2．8）を解く。非零固有値はTl＝4．202545＞r2＝
3．663575＞T3＝1，307665＞T4＝0．7707062＞T5＝0．4234361となり， Cookの最大法曲率は
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Fig． 1 Scatter diagram of the elements of （v／7idi， v／7ic12）
0，nax＝T1 ・4．202545となる。これらの固有値に対応する固有ベクトルdl，…，d5が得られ，
dmaxはdlとなる。 Cook（1986）は，影響の大きい観測値を探索するため， d，naxのインデッ
クスプロットを利用している。Tanaka（1994）やTanaka and Zhang（1998）はCookの工ocal
influenceにもとつく接近法と影響関数にもとつく接近法が基本的に同じ結果を得ることを示
している。Tanaka・et al．（1990）やTanaka（！994）により提案されている方法から，散布図
（〉ゲfd1，〉！万（ち）を描くと，図1のようになる。これを見ると，原点から遠く離れた観測値と
して＃4と＃14が確認できる。この2つは単独で影響の大きい観測値とみなすことができ
る。また，お互い近くにある観測値＃13と＃17は，原点から離れてしかも類似的な方向を
持っていることから，｛＃13， ＃17｝は同時に影響の大きい観測値集合の候補と考えられる。
 次に，Zhang et al（1998）の手法と我々の手法から得られた診断統計量を比較してみる。図
2は両手法から選られたd㎜，の散布図である。これを見ると，すべての点は，直Pt y＝x
上に並んでおり，両手法の結果が等しいことがわかり，他の診断統計量も一致することが同
様に確認できる。
 以上をもとに実際の影響を確認する。見つかった＃4，＃14，｛＃13，＃17｝を実際に削除し
て，主成分分析を行ってみる。図3～5は，それぞれ＃4，＃14，｛＃13，＃17｝を削除した前と
後の第1，2負荷（〉！M7i，v／石h2）の布置の変化を示したものである。それを見ると，変化し
ているが，解釈に影響するほどではなかった。
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Appendix
 定理 θT＝（eT，θ2）Tのうち，θ1だけに興味があるとき，法曲率は
         Cd（e，）一nidTAS （Cee一［oO Q／，O，e， ］） Aedl （AO）
となる。
 証明 θ1だけに興味があるとき，θ2は局外パラメータで，θ1を固定し，制約条件h2＝0
のもとで，g（θ1，θ2）を最小化することにより得られる。 Lagrange乗数法を利用すれば，θ2
は
               OC（el， e2， Y2， Vl）                        一〇 （Al）          ∂（θ∫，曜）T
より得られる。（Al）をθ1に関して微分し，θ2とv2がθ1の関数であることに注意すれば，
関係式
            Q22（  rT［oe50ei］e，駄）T一一Q2i
が得られる。ただし，Q22は，Gの（θ∫，v∫）Tに関する2階微分である。θ2はθ1が固定
されるときのRMLEであるから， Q22が非退化行列である。したがって，
            （  rT跨］e，臥）∵嚥
である。法曲率を求める式は（2．2）から
     ・d（e・）一π♂［噺（・劉σθθ（［義］）撫］d
となる。さらに，
        ∂h2（θ’lyte・2（θ1ω））一雑事＋舞舞鵠望一・
であるので，Cd（θ1）は
 瓢幟剛鵜iiii暮1；：）構〕撫d
一π♂~TQ…撫d
                                       （A2）
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となる（Tanaka and Zhang，1998）。
 次に，∂∂1ω／∂ω『を求める。φT＝（θT，（θ『，1ノ，T），vir）Tとすると，
          1111tlllY’tl：lilw＝w， ＝： （i o o）（！Z’＄illi“diwTSi）lw＝w，
          ziltlllFTIw＝，．， ＝ 一〇一iAip
となる。ただし，
で＿）を圃∴欝）・D－W・ i（Aeo）
         Cd（ei）一椰4〔Qゼii）鯉
になる。2節より，
              a一（鍵Hの
であるので，C－1を次のようにして求める。まず， Cを対角化すると，
      ∂一（㈲（1 一Q，，Qi，i OO I OO O I）（雛睾）
      ・（一病凱勲一（寵隠）
となるので，
    ・一i一陣ll）幽（（Qll．2 Hle，輪100   0）嶋）
        ・〔i Og 06）（i 一Qst，’ ；）
      一（嚇曲蜘鰯鶴鰯嚇碗）
（A3）
（A4）
（A5）
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が得られる。ただし，
儲㍗プー（Vl l V12略v2、）
である。よって，
a－i
Qii．2 o
 o  o
 o  o
Vn
o
o
               一Qii Q2iVi i
               VIZQii．2Vii
となる。（A6）を（．A5）に代入し，
0－i
   一ViiQi2Qii
Q憂Q、、V、、Q、2Q壷1
－V，ZQii．2Vi，Q，，（？i，i
（・44）に注意すると，
    VnQii・2Vi2
－Qi21Q21VllQli．2Vi2
    V，ZQii．2 Vi2
（AO）が得られる。
（A6）
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